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Elementy współczesnej teorii inwersji Metoda algebraiczna

Zagadnienia modelowania i inwersji
uogólnienie
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Zagadnienie odwrotne - pomiary pośrednie

zagadnienie odwrotne
m

pomiar pośredni
(estymacja parametrów)
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Zagadnienia odwrotne - estymacja parametrów

Modelowanie:

m −→ dth = G(m)

Inwersja:

dobs −→mest
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Zagadnienie odwrotne (ogólnie)

zagadnienie odwrotne
m

proces wnioskowania
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Inwersja - Wnioskowanie
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Elementy współczesnej teorii inwersji Metoda algebraiczna

Zagadnienia odwrotne - estymacja parametrów
Parametry i wielkości mierzalne

System fizyczny:
p1, p2, · · · pK

Parametery układu:

m = (m1,m2, · · ·mM)

Przewidywane mierzalne wielkości:

d = (d1, d2, · · · dN)

Parametry “ustalone” (znane a priori ):

mfix = (u1, u2, · · ·)
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Przykład - propagacja fal sejsmicznych

System fizyczny:

F rs, rr, t,v

Zagadnienie lokalizacji:

F m = rs = (rx, ry, rz)

F d = t

F mfix = v, rr

Tomografia pr ↪edkościowa:

F m = v = (v1, v2, · · · vM)

F d = t, mfix = rr, rs
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Lokalizacja wstrz ↪asów
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Tomografia sejsmiczna

v = ?
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Elementy współczesnej teorii inwersji Metoda algebraiczna

Liniowy problem odwrotny

m = (m1,m2, · · ·mM) ∈M
d = (d1, d2, · · · dN) ∈ D

d(m) = G ·m

d(m) = G(m) ≈ G(mo) + H · δm

m = mo + δm
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Liniowy problem odwrotny

Podejście naiwne:

mest = G−1 · dobs

Ale

dim(G) = N ×M

jest na ogół macierz ↪a prostok ↪atn ↪a
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Liniowy problem odwrotny

d = G ·m /×GT

GT · d = GTG ·m

GTG =⇒ GTG + λI

mest = (GTG + λI)−1GT · dobs
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Liniowy problem odwrotny

m ∼mapr; d̄ = G ·mapr

d = G ·m /− d̄

d− d̄ = G · (m−mapr)

GT · (d− d̄) = GTG · (m−mapr)

GTG =⇒ GTG + λI

mest = mapr+(GTG+λI)−1GT ·
(
dobs −G ·mapr

)
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Liniowy problem odwrotny

λ - parametr dowolny =⇒ rozwi ↪azanie jest subiektywne

mest = mest(λ)

1) λ→∞
mest ∼mapr + 1

λ G
T ·
(
dobs −G ·mapr

)
2) λ→ 0

mest . . .
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Liniowy problem odwrotny - subiektywność rozwi ↪azania

mest = mapr + (GTG + λI)−1GT ·
(
dobs −G ·mapr

)
Załóżmy, że GTG jest diagonalna

1) (GTG)ii 6= 0

mest = (GTG)−1GT ·
(
dobs

)
2) (GTG)ii = 0

mest − nieokreślone
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Liniowy problem odwrotny - ocena rozdzielczości

m = (m1,m2, . . .mM)

F jak dokładnie potrafimy wyznaczyć mi ?

F czy otrzymane mi, mj s ↪a skorelowane ?

mest = mapr + (GTG + λI)−1GT ·
(
dobs −G ·mapr

)
dtrue = G ·mtrue; dobs = dtrue

mest −mapr = R(λ) · (mtrue −mapr)
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Liniowy problem odwrotny - ocena rozdzielczości

R =
GTG

GTG + λI

mest
i = Rijm

true
j

Otrzymane parametry mest s ↪a “przefitrowanymi” obrazami nieznanych,
prawdziwych mtrue. Obecność tego “filtru” wynika ze skończonej ilości
posiadanych danych a wi ↪ec i informacji o parametrach m.
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Liniowy problem odwrotny - ocena rozdzielczości

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
A

ve
ra

ge
 R

ii

1 2 3 4 5

Cell size [cm]

γ=100 

γ=10 

γ=1 

γ=0.001

debski@igf.edu.pl: W2- 18 IGF PAN, 27.11.2014
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Liniowy problem odwrotny - ocena rozdzielczości
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Technika algebraiczna - przykład A

F dwa parametry m1, m2

F mierzone wielkości: d1, d2

F

d1 = m1 + m2

d2 = m1 − m2

(1)

F dobs = (2,−2)

F m1, m2 = ????
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Technika algebraiczna - przykład B

d = G ·m

d =

 2

−2

 m =

 m1

m2

 G =

 1 1

1 −1



GTG =

 2 0

0 2

 (GTG)−1GT =

 1/2 1/2

1/2 −1/2


m1 = 0; m2 = 2
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Technika algebraiczna - B

F dwa parametry m1, m2

F mierzone wielkości: d1, d2 . . .d5

F

d1 = m1 + m2

d2 = m1 − m2

d3 = m1 + 2m2

d4 = 2m1 + m2

d5 = −m1 + 2m2

(2)

F dobs = (2,−2, 4, 2, 4)
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Technika algebraiczna - B

d = G ·m

d1

d2

d3

d4

d5


=



1 1

1 −1

1 2

2 1

−1 2


·

 m1

m2



m1 = 0; m2 = 2
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Technika algebraiczna - C

F dwa parametry m1, m2

F mierzona wielkość: d1

F

d1 = m1 +m2

F dobs = 2

F m1, m2 = ????
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Technika algebraiczna - D

F dwa parametry m1, m2

F mierzone wielkości: d1, d2, d3

F

G =


1 1

1 −1

1 2


F dobs = (2, 0, 4)

F m1, m2 = ????
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Technika algebraiczna - E

F dwa parametry m1, m2

F mierzone wielkości: d1, d2, d3

F

G =


1 1

5 5

−1 −1


F dobs = (2, 10,−2)

F m1, m2 = ????
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Inwersja - technika Back projection

m

d d=f(m)

model parameter

da
ta
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Back projection

SOURCE-3 SOURCE-2

SOURCE -1

DATA

Projection "BackProjection"
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Koniec
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