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NIELINIOWY MODEL SPLYWU POWIERZCHNIOWEGO

THE NONLINEAR SURFACE RUNOFF MODEL

Przeptyw w korycie otwartym modelowany rdéwnaniami fizyki ma-
tematycznej opisuje dokiadnie, w ramach przyjetych zalozen uprasz-
czajgcych, dynamike procesu przepiywu. Ze wzgledu na strukture da=-
nych dostepnych w praktyce uzywa sie jednak najczesciej modeli sy~
stemowych lub konceptualnych, ktérych parametry okresla sig na
podstawie ciagéw obserwacji dopiywu i odpiywu. Procesy zachodzace
w skali zlewni sg@ o wiele bérdziej ztozone. Eliminuje to w prak=-
tyce mozliwosé wyboru podejscia przy konstruowaniu modelu opad-
-odplyw. Jedyny racjonalny wybér, sprawdzony w praktyce, to model
konceptualny lub systemowy. Model taki ma jednoczesnie zalety:

-~ stosunkowo mate wymagania co do ilosci informacji (pomiaréw
w térgnia) i mocy obliczeniowych (czasu, pamiegci);

- mozliwo$é stosowania efektywnych algorytméw identyfikacji pa-
rametrow;

- strukture umozliwiajaca wykorzystanie modelu w systemach ste-
rowania.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie wynikéw symulacji
sptywu powierzchniowego za pomoca 4-parametrowego modelu nielinio-
wego. Parametry modelu dobierane sa w ten sposéb, aby rdéznica po=-
migdzy wyjsciami z modelu a wyjsciami z systemu rzeczywistego (od-
piywem w profilu zamykajgcym zlewnie) byta jak najmniejsza w sen-
sie sredniokwadratowym.
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Identyfikacja jest problemem odwrotnym w sensie T i ¢ h ono-
w a (Tichonow, Arsienin, 1974), co oznacza, Ze wynik jest wrazli=
wy na btedy w danych pomiarowych. D o o g e (1973) zaproponowai,
aby zadanie identyfikacji przeprowadza¢ w 3 etapach. Kazda metoda
identyfikacji i kazdy badany model powinny by¢ testowane przy uzy-
ciu 3 rodzajéw danych, takich jak: _ .

1) dane nieobciazone biedami, uzyskane za pomoca modelu;

2) dane z punktu 1) obcigZone znanymi bigdami systematycznymi
i losowymi;

3) dane rzeczywiste.

Testy 1) i 2) zapewniaja prawidiowe postawienie problemu iden-
tyfikacji, tzn. ze struktura modelu jest identyfikowalna, a algo-
rytm zbiezny. Dopiero model, ktéry przeszedi wszystkie 3 préby, mo-
Zze byé polecony do uzytku operacyjnego.

W pracy przedstawiono model ziozony z kaskady zbiornikow nie-
liniowych. Uwzglednione sa jedynie liniowe, kwadratowe i szescien-
ne zmiany wok6% odplywu odniesienia. W zwigzku z tym zostal on na-

zwany Modelem Stanu Trzeciego Rzedu (MSTR). W razie potrzeby moga
' byé uwzglednione réwniez nieliniowosci rzgdu wyZszego niz trzeci.

Model Stanu Trzeciego Rzgdu (MSTR)

Spiyw powierzchniowy symulowany jest za pemocg kaskady jedna-
kowych zbiornikéw nieliniowych. Kazdy zbiornik nieliniowy odpowie=-
dzialny jest za czes$é transformacji- systemu opad-odpiyw. PowyZszy
model skupiony przyjmuje postaé ukiadu réwnan rézniczkowych zwy-

czajnych
él(t) = -f[sl(t)] + I(t)
5,(t) = =f[s,(t)] + f[5,(¢)]
- - L] - - L] - - - L . L] - L] (13)
s (t) = ~f[s (1)] + f[5,.4(t)]
y(t) = £ [s,(t)] | (1b)

gdzie: n = liczba zbiornikéw; I - opad efektywny, S; =~ retencja
i-tego zbiornika (kropka na Sy symbolizuje a%a, f = reprezentuje
relacje odptyw-napekinianie pojedynczego zbiornika, y - wyjscie mo-
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delu. Postaé¢ funkcji f [Si(t)] nie jest znana. Zaklada sie jedy-
nie jej rézniczkowalnodé dowolna liczbe razy przy Si(t) O. W pra=
cy dyskutowana jest symulacja spiywu powierzchniowego przy zaloze=-
niu zerowych warunkéw poczatkowych S(0) = O.

Z trajektorii stanu S(t) i trajektorii wyjsécia mozna wydzie=
1ié czedé liniowa, kwadratowa, szescienng i skiadnik reprezentujag-
cy btad rozwiniegcia

5 s(t) + 628(t) + 83s(t) + e(g) (2)

s(t)

Sy(t) + 82y(t) + 83y(t) + ely) (3)

y(t)

Aby obliczyé poszczegélne skiadowe trajektorii stanu. i wyjscia, ko=
rzystamy z rozwiniecia Taylora funkcji odpiyw-napeinienie:

f[s,(0)] = a 5,(t) + b[s,(0)]% + c[5,() P + e(f) (4)
gdzie
. 2 o i
af a2¢ 3>t
= o=, b = T = 5
98, 23 s2 © 6957 =

Podstawiajgc réwnania (2, 3, 4, 5) do réwnan (1) i pomijajac
przyrosty rzedu wyzszego niz pierwszy, otrzymujemy uklad rdéwnan
opisujacy liniowa aproksymacje kaskady zbiornikow

§5(t) = ad 5(t) + [1, 0, «ee, 0]TT(1) (6a)
y(t) = a s (t) _ (6b)
gdzie

¢ = (7)

0 0 LN "'1

‘Gdy przyrosty drugiego rzedu sa wziete pod uwagg, otrzymujemy do-
datkowy uktad réwnan

§25(t) = a®b2s(t) + b &[55(t))2 (8a)

52y(t)

a 825 (1) + b[s (t)]2 | (8b)
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liniowy wzgledem 5?§(t) i 62y(t). Gdy przyrosty trzeciego rzedu
s@ réwniez wziete pod uwage, otrzymujemy kolejny uktad réwnan

535(t) = a® 8%5(t) + 26 88s(t) §%8(t) + c¥[65(6)]3 (9a)

8%y(t) = a 8%, (1) + 2b6s_(¢) 525n(t)' + e [8s()]®  (op)

liniowy wzgledem 83§(t) i 53y(t). )

Nalezy zauwazyé, ze argument funkcji wymuszajacej réwnania (8)
jest rozwigzaniem réwnania (6) oraz Ze argumentami funkcji wymu=
8zajqcej réwnania (9) sg rozwigzania réwnah (6, 8).

Macierz tranzycyjna réwnan (6) jest taka sama Jjak rownan (8,
9). Moze byé ona wyznaczona przez odwrotne przeksztatcenie Lapla-

ce a

¢(t) = exp(adt) = uC"l{[pI - aﬂ '1} (10)

Liniowa, kwadratowa i szescienns aproksymacja kaskady zbiornikéw
nieliniowych (réwnania 6, 8, 9) tworza Model Stanu Trzeciego Rze-
du (MSTR) wykorzystany w niniejszej pracy do symulacji spiywu po-
wierzchniowego. .

MSTR jest réwnowazny pierwszym 3 sktadnikom rozwinigcia Vol-
terry réwnania (1)

t tt
y(t) = f h, (P)I(t=r)dr + II holrys rp) T(t=r )I(t-r,)dr dr,+
0 00

ttt ,
+ [ halrye rpe rg) I(t=ry) I(t-ry) I(t=rg) dr,dr,dry
000

(11)
ktérego jadra h, . hoe h3 moga byc wyznaczone na drodze analitycze-
nej (Napiérkowski, 1983). z obliczeniowego punktu widzenia jest
jednak bardziej czasochionne obliczanie catek podwéjnych i potréj=

nych w réwnaniu (11) w pordéwnaniu z rozwiazaniem 3 liniowych ukla=
déw réwnan rézniczkowych (6, 8, 9).
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Identyfikacja MSTR

Problem identyfikacji MSTR polega na takim wyborze parametréw
n, a, b, ¢, przy ktérym odchylenie $redniokwadratowe miedzy wyjs-
ciami modelu a rzeczywistymi odpiywami w profilu zamykajacym zlew-
nig osigga wartos$c¢ minimalng. Tak wigc poszukujemy parametréw mi-
nimalizujacych wskaznik jakosci
M, M 2 3 2
Any @y byoo) = 3 [Fo,(0) =8y, (6) - 83y (x) - 83y, (1)] Zar
i=1 O
(12)
gdzie: M - liczba niezaleznych par opad efektywny-odpiyw, i - nu=-
mer pary opad-odpiyw, Ti - diugoéc zapisu i-tego odpiywu, Oi -
i-ty odpiyw rzeczywisty.
Z obliczeniowego punktu widzenia dogodnie jest podzielié szes-

cienny skiadnik 8§§(t) oraz 63y(t) w réwnaniu (9) na 2 czesci
§3s(t) = 835(t) + 835" (¢) (13a)
33y(t) = 8%(t) + 8y"(t) | (13b)

wykorzystujgac addytywna postaé¢ funkcji wymuszajacej. Poniewaz réw-
nanie (9) jest liniowym réwnaniem rézniczkowynm, dekompozycja ta
nie zawiera dodatkowych zatozen lub uproszczer.

6%§’(t) i 63y'(t) s@ rozwiazaniami rdéwnania (9) przy zalozeniu
¢ = 0, czyli rozwiazaniami uktadu réwnan

825" (t) = a® 83" (t) + 2b88s(t) §35(t) (14a)

83y'(t) 7= a ﬁzs:ﬁ(t) + 2b Gsn(t) 528n(t) (14b)

natomiast 538” {t) i 63y"(t) sa rozwiazaniami rdwnania (9) przy

zalozeniu b = 0, czyli rozwigzaniami ukladu réwnan

§%6"(1) = a®8%"(t) + cofbs(t)]? (15a)
Byn(r) = a 577 (t) + c[ds (0)]3 (15b)

Oznaczmy przez yz(t) i y3(t) rozwigazania réwnan (8) i (14) przy
zatozeniu b = 1, a przez y4(t) - rozwiazanie rdwnania (15) przy
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zalozeniu ¢ = 1. Dzieki liniowosci réwnan (8, 14, 15) speinione sa

relacje
Sy(t) = yi(t) (16a)
52y(t) = b y3(t) (16b)
y(e) = b2, y3(x) (16c)
y"(t) = - y*(r) ~ (16d)

a funkcja celu przyjmuje postac
I(n, a, b, c) =
M T.
i 1 2 2.3 4 2
. :{; L [0,) = y2(e) = by2(e) = b33(0) = evf(e)]2ar (a7)
i=

Nalezy zwrécié uwage na fakt, Zze po prawej stronie znaku réwnosci
w powyzszym réwnaniu wszystkie funkcje czasu zaleza od parametrow

y!
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Rys. 1. Trajektorie funkcji yl(t). yz(t), y3(t) i y4(t) kaskady 3
zbiornikéw nieliniowych przy zalozeniu wejscia w postaci wygaszo-
nego skoku jednostkowego

Fig. 1. The trajectories yl(t), yz(t), y3(t) and y4(t)for the case
of 3 nonlinear reservoirs and a reducted travel as function input
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n i a, nie zaleza natomiast od parametréw b i c. W zwigzku =z tym
problem identyfikacji MSTR moze byé zredukowany do rozwiazania za-
dania optymalizacji wzgledem 2 zmiennych, przyjmujacego wartosci
catkowite parametru n oraz wartoéci dodatnie parametru a. Pozos-
tate 2 parametry b i ¢ wyznaczane sa z warunku koniecznego dla mi=-
nimum funkcji celu 83/3b = 0 oraz 33/4c = O.

Na rysunkach od 1a do 1d przedstawiono przykiadowe trajektorie
funkecji yl. y2, y3, y4 wejscia w postaci wygaszonego skoku jed=
nostkowego, przy zatozeniu n = 3 i bezwymiarowego czasu t' = at.

Wyniki symulacji spiywu powierzchniowego za pomoca MSTR

Ponizej przedstawiono wyniki identyfikacji parametréw modelu
MSTR danych latwo dostgpnych, a mianowicie opisanych przez D i s-
kina i Boneha (1973) i wykorzystanych przez nich przy
analizie modelu spiywu powierzchniowego, w postaci 2 pierwszych
sktadnikéw szeregu Volterry. Diskin i Boneh (1973) wykorzystali
zbiér 8 par opad-odpiyw obserwowanych w latach 1935-1951 w zlewni
rzeki Cache, w stanie Southern Illinois (USA). Zlewnia ta, o ob-
szarze 630 kma. charakteryzuje sig¢ lagodnymi zboczami i dobrze roz-
budowana siecia nawadniajacg.

Wyniki symulacji uzyskane przez MSTR przy optymalnych warto$=
ciach parametréw: n = 3; a = 0,677 (doba™1); b = 5,58 10™> (do-
ba~1 mm'l); c = 83,6 10~6 (doba™1 mm-z), przedstawiono na rys.
od 2a do 2h. - '

W tabeli 1 poréwnano wyniki uzyskane dla modeli: liniowego
(b = c = 0), kwadratowego (c = 0) i szesciennego, opartych na
aproksymacji kaskady zbiornikéw nieliniowych, z wynikami uzyskany-
mi dla modeli liniowego i kwadratowego, opartych na bezposredniej
dyskretyzacji pierwszego i drugiego jgdra szeregu Volterry. Sta-
bilnos$¢ uzyskanego rozwiazania zadania identyfikacji zbadano, ogra-
niczajac liczbe par opad-odpiyw do 3 pierwszych i ponownie identy-
fikujac parametry n, a, b, c. Uzyskane nowe wartosci réznily sig
od wartosci optymalnych 8 par mniej niz 1%.
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Rys. 2. Pordwnanie odplywéw obserwowanych (2) i symulowanych

Za

pomoca Modelu Stanu Trzeciego Rzedu (1)

Fig. 2. Comparison of observed runoff (2) and that predicted
the Third Order State Model (1)

by
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Tabela 1. Poréwnanie wynikéw symulacji uzyskanych za pomo-
cg MSTR z wynikami uzyskanymi przez Diskina i Boneha

Table 1. Comparison of results of simulation obtained for
MSTR? and that obtained by Diskin and Boneh

Modele oparte na aproksymacji Modele
Wyszczeg6él- kaskady =zbiornikoéw Diskina i Boneha
nienie Models based on approximation| Diskin and Boneh
Specifica- of reservoirs cascade models
tien liniowy | kwadratowy|szescienny|liniowy| kwadratowy
linear quadratic cubic linear| quadratic
Liczba
parametrow > 3 % 14 74
Number of
parameters
Funkcja
ik 445 233 154 354 53
Purpose
function

2MSTR - Third Order State Model.
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Summary

" Te object of the paper is to fit a non-linear four-parameter
conceptuai model to distributed non-linear surface runoff system.

This fitting is carried out for several records of storms. The cor=-
responding direct surface runoff is compared with the output from

the conceptual model. The chosen conceptual model is the cubic ap-
proximation of the cascade of non=linear reservoirs. Such  model

is equivalent to the three first terms of the Volterra series.
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