MONOGRAFIE KOMITETU GOSPODARKI WODNEJ PAN
z. 41 2018

Jarostaw NAPI()RKOWSKI, Adam PIOTROWSKI

Instytut Geofizyki Polskiej Akademii Nauk
Zaktad Hydrologii 1 Hydrodynamiki

HYDRODYNAMICZNE METODY WYPROWADZENIA
PARAMETROW MODELU MUSKINGUM

METHODS OF HYDRODYNAMIC DERIVATION OF
PARAMETERS OF THE MUSKINGUM MODEL

Abstract

To describe the unsteady flow in rivers by means of the methods of mathematical physics, it is
necessary to know with sufficient accuracy the geometrical and hydraulic characteristics of the chan-
nel reach as well as the initial and boundary conditions. The difficulties of meeting these requirements
led to the development in hydrology of lumped conceptual models, in particularly Muskingum model.

There exists a direct possibility of deriving the Muskingum equations from St. Venant equa-
tions. One approach presented in the paper is the lumping of the hydrodynamic model under the
assumption of linear changes of water level along the river reach and then linearizing it around the
steady state. The second approach uses the method of inverse order. First, a state trajectory variation
method is applied to the complete St. Venant equations and then the resulting equations are lumped.
In both approaches the resulting equations are equivalent to the linear form of the Muskingum model.
Hence the relationships between the hydraulic parameters of the St. Venant equation and the lumped
parameters of the Muskingum model are derived.
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1. WSTEP

Opis nieustalonego ruchu wody w rzekach za pomoca metod fizyki matema-
tycznej wymaga znajomos$ci z dostateczng dokladnosciag geometrycznych i hydrau-
licznych charakterystyk odcinka rzeki, a takze warunkow poczatkowych i brzego-
wych. Trudno$ci w spetnieniu tych wymagan i ch¢¢ znalezienia prostych, a jedno-
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cze$nie wystarczajagco doktadnych metod doprowadzity do rozwoju w hydrologii
skupionych modeli koncepcyjnych.

Jednym z najstarszych, a jednoczes$nie najbardziej popularnych modeli hydro-
logicznych jest model Muskingum, zaproponowany w 1938 roku przez McCarthy'e-
go z Korpusu Inzynierow Armii USA. Jego glowng zaletg jest to ze: (i) moze by¢
stosowany do zlewni stabo oprzyrzadowanych i o nieznanych geometriach koryta,
(i) wymaga kroétkiego czasu obliczen i (iii) w przypadku modelu o zmiennych para-
metrach odpowiednio odzwierciedla takie cechy fali dynamicznej, jak np. krzywa
przeptywu z histereza. Nieliniowe 1 niestacjonarne modyfikacje modelu Muskingum,
wykorzystywane do opisu transformacji fal wezbraniowych, s3 w dalszym ciagu
rozwijane 1 doskonalone (Song i in. 2011; Barbetta i in. 2017; Kang i in. 2017; Pe-
rumal i in. 2017).

W artykule dotyczacym liniowego modelu Muskingum, ktory powstal w opar-
ciu o wyniki wieloletniej wspdlpracy pierwszego autora z jego mentorami, z prof.
Jamesem Dooge’iem z University College Dubli oraz prof. Witoldem Strupczew-
skim z Instytutu Geofizyki PAN, (Dooge i in. 1982; Napidrkowski i in. 1981, Strup-
czewski 1 Napiorkowski 1986, 1989, 1990, Strupczewski i in. 1989) omoéwione zosta-
ng dwie hydrodynamiczne metody wyznaczania parametréw modelu Muskingum.

2. ROWNANIA ST. VENANTA OPISUJACE PRZEPLYW
NIEUSTALONY W KANALACH OTWARTYCH

Ruch fal wezbraniowych w rzekach jest badany na podstawie analizy jednowy-
miarowej, tzn. zmiennymi niezaleznymi sg uptywajacy czas ¢t w s oraz jednowymiaro-
wa zmienna przestrzenna x w m w kierunku przeplywu. Najwazniejszym problemem
zwigzanym z transformacja wezbran jest predykcja charakterystyk przepltywu w dol-
nym odcinku cieku na podstawie znajomos$ci charakterystyk przeplywu w gérnym
odcinku oraz charakterystyki hydraulicznej kanatu mi¢dzy dwoma odcinkami.

2.1. Podstawowe rownania transformacji wezbran

Jednowymiarowy nieustalony przeptyw w rzece moze by¢ opisany za pomoca
ukladu rownan St. Venanta, tworzonego przez rdwnanie cigglosci i rownanie dyna-
miki. Rownanie cigglosci w korytach otwartych bez doptywy bocznego jest dane
przez:

0 ,9_,

ox Ot )

gdzie:

O(x, 1) - przeplyw [m’s™],
A(x, 1) — przekrdj poprzeczny przeptywu [m’].

Jezeli przyjete zostanie zalozenie, ze tylko przyspieszenie w kierunku ruchu
musi by¢ wzigte pod uwage, wtedy rownanie dynamiczne mozna zapisa¢ jako (Doo-
ge iin. 1982)
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gdzie:
B —szerokos$¢ kanatu na poziomie zwierciadta wody [m].
B= a4 3)
dy
g — przyspieszenie ziemskie [m*s™],
So — nachyleniem dna [-],
vy — glebokos¢ [m],
F —liczba Frouda definiowang jako:
0B
F?= . 4)
gA

Nachylenie tarcia Sy (spadek linii energii) zalezy od zalozonego prawa tarcia,
ksztattu 1 szorstko$ci przekroju poprzecznego, oraz wielkosci przeptywu w przekro-
Jju poprzecznym

Sy = flO, 4, ksztalt, szorstkos¢) (52)

Dla danego ksztaltu i szorstko$ci przekroju poprzecznego oraz dla kazdego
prawa tarcia - Chezy’ego, Manninga lub logarytmicznego - nachylenie tarcia moze
by¢ wyrazone jako funkcja przeptywu Q i powierzchni przekroju poprzecznego A.
Dla formuty Chezy’ego mamy ogoélnie:

__ O
Sf - CZAZR(A) (Sb)

W réwnaniu (5b) promien hydrauliczny R(x,?) jest wyrazony jako funkcja za-
lezna od A(x,1).

Dla szczeg6lnego przypadku szerokiego kanatu prostokatnego, dla formutly
Chezy’ego, nachylenie tarcia jest dane przez:

BO?
Sf = C2A3

(5¢)
gdzie:
B — stata szerokoscia,

C — parametr szorstkosci Chezy’ego.

Dla formuty Manninga z parametrem szorstkos$ci n i szerokiego kanatu prosto-
katnego nachylenie tarcia okreslone jest wzorem:

(5d)
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2.2. Linearyzacja rownan Saint Venanta

Pelne nieliniowe réwnania St. Venanta moga by¢ uproszczone przez rozwaze-
nie odchylen pierwszego rzedu od trajektorii dla stanu ustalonego (Dooge i in.
1987a, 1987b). Réwnania zlinearyzowane wyprowadza si¢ w dwoch etapach:

a) rozwinigcie nieliniowych czlonéw w réwnaniu (2) w szereg Taylora wokot stanu
ustalonego Q,, A, 1 ograniczenie rozwini¢cia do przyrostow pierwszego rzedu
Q’(x,1), A’(x,t) okreslonych jako:

O(x,0)=Q0, =0 (x,1) +&(0) (6)
A(x,0)— A = A (x,1) + () (7)

gdzie:

£(Q) i &(A) reprezentuja cztony wyzszego rzedu niz liniowe (blad aproksymacji),
b) podstawienie réwnan (6) i (7) do réwnan (1) i (2) z pominieciem przyrostow

wyzszego rzedu.

Otrzymane rdwnania przyjmujg postac:

99 4 _, )
Ox ot
A 04 20 00 oQ . oS, . oS, .
1-F)e— =0 = = —of(-——L0 -—L4 9
& )Bo x4 ox o ° 20 Y ©)

gdzie pochodne nachylenia tarcia S/(x,f) wzgledem przeptywu Q oraz powierzchni A4
po prawej stronie rownania s3 obliczone dla warunkéw odniesienia. Lewa strona
roéwnania (9) ma taka sama posta¢ jak rownanie (2), z ktorego jest wyprowadzone,
za wyjatkiem tego, ze wspolczynniki sg ustalone na ich wartosciach odniesienia.

Poniewaz w przypadku rownomiernego przeplywu ustalonego rézniczka zu-
petna nachylenia tarcia musi by¢ zerowa:

das,
ap— 10
ey (10)

mozna zapisac:

ai+ai£—0

= 11
64 00 dA ()
lub
oS, oS d
C, :—(_f/_f):_Q (12)
04 0Q dA
gdzie:

cr — predkos¢ fali kinematycznej (Lighthill i Whitham, 1955).

W dalszych rozwazaniach zdefiniowano m jako stosunek predkosci fali kinematycz-
nej do sredniej predkosci w warunkach odniesienia:
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m=—Ck
O /4

Zmiana nachylenia tarcia z odptywem dla warunkéw odniesienia, dla wszyst-
kich formut tarcia przy przeplywie turbulentnym moze by¢ zapisana jako:

(13)

%, _ 250 (14a)
0 0,
as,
—L=2¢, 5, (14b)
0A 0,

3. HYDROLOGICZNE METODY TRANSFORMACJI WEZBRAN

Pelne rownanie dynamiczne opisane za pomocg rownania (2) reprezentuje mo-
del rozlozony, w ktérym zmienne zalezne sg ciagglymi funkcjami odlegtosci wzdtuz
kanatu. W wielu praktycznych problemach dane sa dost¢gpne tylko w niektorych
wybranych przekrojach, wtedy uzywane sa modele ,,czarnej skrzynki” lub modele
konceptualne, ktére moga by¢ kalibrowane w oparciu o przeptywy w gornym i dol-
nym przekroju odcinka rzeki o znanej dlugosci .

W takim podejsciu roztozone réwnanie cigglosci opisane za pomocg rdwnania
(1) jest zastgpione przez skupione rownanie cigglosci. Mozna to fatwo uzyskaé po-
przez calkowanie rownania (1) wzdtuz odcinka rzeki:

I28_Adx:_ Z%X (15a)
I ot I ox

Gdzie dolna granica catkowania oznacza gérny koniec odcinka, a gérna grani-
ca koniec dolny. Rownanie (15a) mozna zapisa¢ jako zalezno$¢:

d (2 _ )
], A 0dx =100 (15b)

lub rownowaznie:

Y 00)-0,0) (15¢)
dt

gdzie:

V(t) — retencja odcinka rzeki,

0(t) — doptyw do goérnego konca odcinka rzeki,
0>(t) — odptyw z dolnego konca odcinka rzeki.

Znalezienie roOwnania rézniczkowego zwyczajnego jako odpowiednika rozto-
zonego rownania dynamicznego nie jest takie proste. W klasycznym podejsciu hy-
drologicznym do transformacji wezbran réwnanie dynamiczne jest pomijane i zastg-
pione postulowang zalezno$cig mi¢dzy trzema zmiennymi V, Q; 1 O>):

V() = 1(Q,(5),0,(9)] (16)

Nalezy zdawac¢ sobie sprawe, ze operator po prawej stronie rownania (16) mo-
ze mie¢ charakter rézniczkowy lub algebraiczny. Zaleznos$¢ typu (16) jest wystarcza-
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jaca do rozwigzania problemu transformacji wezbrania, w ktérym szukane jest od-
ptyw Qx(¢) jako funkcja stanu V(¢) i doptywu Q(%).

Wigkszo$¢ metod hydrologicznych transformacji wezbrah ma charakter linio-
wy 1 odpowiadajg liniowemu operatorowi w rownaniu (16). Najprostsza zaleznos¢
liniowa miedzy retencja V' 1 odptywem Q»(¢) jest okreslona za pomoca roOwnania:

V()=K 0,(1) (17)

ktére reprezentuje podstawowy model konceptualny zbiornika liniowego ze stalg
zbiornika K. Taki prosty model okazuje si¢ nicadekwatny do opisu ruchu fal powo-
dziowych w rzekach, a nastgpnym krokiem jest rozwazenie zastgpienia tej jednopa-
rametrowej zalezno$ci przez zalezno$¢ dwuparametryczng. Jezeli przyjmiemy, ze
retencja J jest liniowg funkcja doptywu Q; oraz odptywu Q,, woéwczas uzyskujemy
podstawowa zalezno$¢ modelu Muskingum:

V() =K [aQ (1) +(1-a)0,(1)] (18)

ktéry zostat po raz pierwszy zaproponowany przez McCarthy’ego (1939). Gdy do-
stepne s dane dotyczace doplywu i odplywu, moga one by¢ uzyte do kalibracji
warto$ci parametrow K i. Nastgpnie model Muskingum z tymi parametrami moze
by¢ uzyty do predykcji odptywu dla dowolnego doptywu. Zauwazmy, ze wspdlczyn-
nik wagowy oznaczony jest w tej pracy jako o, zamiast powszechnie stosowanego x,
poniewaz x reprezentuje jednowymiarowa zmienng przestrzenna.

4. ZALEZNOSCI MIEDZY PRZYROSTAMI PIERWSZEGO
RZEDU W ZLINEARYZOWANYM ROWNANIU ST. VENANTA

Aby zredukowa¢ rownanie (9) z postaci prognostycznej do postaci diagno-
stycznej nalezy albo poming¢ czlon zawierajacy pochodna po czasie, albo wyrazi¢
ten czlon za pomocag wyrazen zawierajacych pochodne wzglgdem zmiennej prze-
strzennej. Korzystne w tym przypadku bedzie zastosowanie aproksymacji
z wykorzystaniem fali kinematycznej (Dooge i in. 1982). Rownanie fali kinematycz-
nej uzyskuje si¢ przez pominigcie wszystkich sktadnikow po lewej stronie rownania
(9), czyli biorac pod uwage rownanie (12):

Q'=c A’ (19)

Roéwnanie (19) moze by¢ uzyte do aproksymacji ostatniego czlonu po prawej stronie
réwnania (9):
o0 _, o

o S 20)

ktore w polaczeniu z réwnaniem ciaglosci (8) prowadzi do wyrazenia pochodnej O’
wzgledem czasu za pomocg pochodnej O’ wzgledem dtugosci:

8—Q: cka—Q 21
ot ox

Podstawiajagc rdwnanie (21) do rownania (9), oraz grupujac czlony uzyskano (Na-
piorkowski 1992):



Hydrodynamiczne metody wyprowadzenia parametréw modelu Muskingum 81

4,04 (20 o0 . oS, . oS, .
1-FH)y=e—— | =0 ¢ | ==gd(-—L0 -—L4 22
g( )B(, o (A kJ o 8 aQQ ey ) (22)

o

ktora to relacja zawiera tylko zalezno$ci miedzy zmiennymi dla danej chwili czasu.

Zalezno$¢ (22) migdzy przyrostami pierwszego rz¢du przeptywu i powierzch-
nig przekroju poprzecznego zostanie zredukowana do postaci skupionej. Umozliwi
to pordwnanie z rdwnaniem modelu Muskingum (18), poprzez zapisanie jej za po-
mocg wartosci tych zmiennych na obu koncach odcinka rzeki, zgodnie z koncepcja
przedstawiong w pracy Dooge 1 inni (1982). Jezeli posiadamy informacje tylko
o przeplywach i stanach na goérnym i dolnym przekroju poprzecznym, zmuszeni
jestesmy aproksymowac pochodne przyrostow przeplywu i powierzchni przekroju
poprzecznego jako:

A4 _4-4 (23a)
ox L
8& — Qz — Q1 (23b)
ox L
gdzie:
A; 1A, — przyrosty pola przekroju poprzecznego na géornym i dolnym odcinku rzeki
[m’],

0, i O, — przyrosty przeplywu [m’-s™],
L — dhugoscig odcinka [m].

Oszacowania pochodnych za pomoca rownan (23) jest sluszne jedynie wtedy,
gdy dlugos¢ fali wezbraniowej jest wicksza w poréwnaniu z dlugoscig analizowane-
go odcinka rzeki. Dla dokladnej symulacji fal krétszych powinien by¢ stosowany
model oparty na wielu odcinkach.

Obecnie mozna okresli¢ rownanie (22) na kazdym koncu odcinka rzeki.
W przypadku gérnego konca odcinka rzeki, po lewej stronie rOwnania wykorzystuje
si¢ aproksymacje (23), a do prawej strony rOwnania wstawiane sg wartos$ci Q) oraz
Ay. W przypadku dolnego konca odcinka wstawiane sg odpowiednio O, oraz 4,. Po
podstawieniu i zgrupowaniu wyrazéw zwigzanych z powierzchnig po jednej stronie
1 przeptywami po drugiej uzyskuje si¢ dwie nastepujace zaleznosci:

(M —N) 4~ MA, = (P~ R)Q, + RO, (24a)
MA —(M +N)A4, =-RQ, +(P+R)Q, (24b)
gdzie:
A S
M=(- F(f)%, N=-2gdc, ) (25a, 25b)
p=2gq e p=2%_& (25¢, 25d)

o) AL L
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Na podstawie rownan (24) liniowe przyrosty przekrojow poprzecznych prze-
ptywu na gérnym i dolnym koncu analizowanego odcinka moga by¢ wyrazone za
pomocg przyrostow przeptywu na dolnym i géornym koncu odcinka rzeki:

A = _#[M R+(M +N)(P-R)0, +%[M(P+R)—(M +MN)1o, (26)

, 1 | ,
A, =5 (M = N)R+ M(P= R0, +—[(M ~N)P+R)~ M RO, (27)
Rownania (26) i (27) moga by¢ uzyte jako podstawa do poréwnania z podsta-
wowg zalezno$cig modelu Muskingum (18).

5. ESTYMACJA PARAMETROW MODELU MUSKINGUM
NA PODSTAWIE ZLINEARYZOWANYCH ROWNAN
ST. VENANATA

Podstawowe zalozenie metody Muskingum jest okreslone za pomoca réwnania
(18), w ktérym K i a sg parametrami, ktoére musza by¢ okreslone w jaki$ sposob.
Jezeli parametry te beda okreslane w oparciu o réwnania (26) i (27), wyprowadzone
powyzej, wtedy wartosci te beda mogly by¢ stosowane w otoczeniu warunkow od-
niesienia wokot ktérych brane sg przyrosty zmiennych zaleznych. Gdy model Mu-
skingum jest uzywany jako model liniowy, wtedy te same warto$ci parametrow begda
stosowane dla catego zakresu przepltywéw. W przypadku stosowania modelu Mu-
skingum w wersji nieliniowej, w ktore parametry K i o zmieniajg si¢ z przeptywem,
ich warto$ci mogg w dalszym ciggu by¢ estymowane na podstawie réwnan (26)
1(27) dla dowolnej liczby przeptywoéw odniesienia i zmian parametréw zwigzanych
ze zmiang przeptywu odniesienia.

Dla modelu Muskingum przyrost napetnienia w odcinku rzeki okreslony jest
jako:

V() =K [aQ,(t)+(1-a)Q,(1)] (28)

Jezeli dlugos¢ odcinka jest mata w pordwnaniu z dlugos$cia fali przeptywu nie-
ustalonego (jak to zakladano w rownaniach (23)), wtedy napetnienie w odcinku
moze by¢ w kazdej chwili czasu przyblizone za pomocg rownania

V'(0)=0.5L (A1) +A40)] (29)

Zalezno$¢ (29) miedzy przyrostami pierwszego rzadu napehnienia i przyrostami
pierwszego rz¢du powierzchni przekrojow poprzecznych na kazdym koncu odcinka,
moze by¢ przeksztatcona do zalezno$ci migdzy przyrostami napetnienia i przyrosta-
mi przeptywéw na kazdym koncu odcinka za pomoca podstawienia rownan (26)
1(27) do réwnania (29):

v = O]\sz [-(2M + N)P +2NR]Q, +%[(2M - N)P-2NR]Q, (30)
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Poréwnanie wspdtczynnikow przy odpowiadajacych wyrazeniach w réwnaniach (28)
1 (30) umozliwia powigzanie parametrow modelu Muskingum z parametrami rownan
St. Venanta:

Ko = Oif [-(2M + N)P + 2NR] (31)
K(l-a)= %L[[(zM — N)P-2NR] (32)

Dodajac stronami réwnania (31) i1 (32) uzyskuje si¢ wyrazenie na parametr K
W postaci:

0.5L P
= ONP)=-—1L 33
N =N 33)

K

Na podstawie rownan (25) otrzymuje si¢ zalezno$¢ na wspotczynnik retencji modelu
Muskingum:
K= L (34)

Cy

Parametr skalujacy (K) modelu Muskingum odpowiada czasowi przemierzania
odcinka rzeki przez fale kinematyczng. Poniewaz fale dlugie (dla ktérych ten model
jest odpowiedni) przemieszczaja si¢ w przyblizeniu z predkos$cia fali kinematycznej,
parametr skali (K) jest identyfikowany z czasem przemieszczania si¢ fal dlugich w
rozwazanym odcinku rzeki.

Dzielac stronami rdwnania (31) 1 (34) mozna okresli¢ drugi parametr modelu
Muskingum:

a:%[(2M+N)P—2NR]:O.5+M/N—R/P (35)

Podstawiajac odpowiednie réwnania (25a) do (25d) na M, N, P i R, uzyskuje
si¢ wyrazenie na drugi parametr modelu:

05— [1—(m-17F1—% 36
a [1—(m~—1) "]2SoBoLck (36)

ktore jest oszacowaniem parametru ksztaltu a na podstawie parametrow hydraulicz-
nych kanatu w warunkach odniesienia. Nalezy zauwazy¢, ze nachylenie tarcia zmie-
nia si¢ odwrotnie proporcjonalnie z powierzchnig przekroju przeptywu, tak wiec
warto$¢ a bedzie mniejsza od 0,5 nawet dla wartos$ci liczby Frouda rownej 1,0, jezeli
warto$¢ parametru m okreslonego przez rdwnanie (13) jest mniejsza od 2,0.

Wyniki sg zgodne z wynikami uzyskanymi przez Dooge’a (1973) oraz Strup-
czewskiego 1 Kundzewicza (1980) za pomocg techniki dopasowywania momentéw
pomiedzy kompletnym rozwigzaniem liniowym réwnania St. Venanta a modelem
Muskingum.

W przypadku kanatu prostokatnego i1 prawa tarcia Chezy’ego parametry skali
i ksztattu modelu Muskingum beda dane przez:
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K:zi (37a)
3u

o

a=05-111-025F1 Lo (37b)
3 SL

o

gdzie:
U, = Qy/A, — $rednia predkosé w przekroju rzeki [m-s™],
Vo=Ao/B, — glgbokos¢ [ml].

Dla przypadku kanatu prostokatnego i prawa tarcia Manninga parametry skali
i ksztattu modelu Muskingum be¢da nastgpujace:

k=L (382)
Su,
0 =0.5-03[1-2 pr1Le (38b)
T 9 °°SL

Dla ksztaltow kanalu innych niz szeroki prostokatny, parametry beda przyjmo-
waly r6zne wartosci. Na przyktad dla koryta o przekroju trojkatnym i prawie tarcia
Manninga parametry modelu sg nastgpujace:

k=L (39a)
4u,
@ =05——[1-Lp 2o (39b)
165 9 °'SL

Z réwnania (36) wynika, ze gdy bezwymiarowa dtugo$¢ kanahu:

Lr=3L (40)

Yo

bedzie si¢ zwigkszaé, wartos$¢ parametru ksztattu o bedzie si¢ asymptotycznie zblizaé
do wartosci o = 0,5. Nigdy nie przekroczy tej wartosci dla przepltywu burzliwego
przy liczbach Froude'a mniejszych niz jeden, z wyjatkiem wyjatkowego przypadku,
gdy przeptyw przy ro$nie wolniej niz pole powierzchni przeptywu. Te ostatnie wa-
runki utrzymywatyby swobodny przeptyw powierzchni w okraglej rurce, ktora byta
prawie pelna, co jest zasadniczo niestabilne, nie wystepowaloby w ksztattach nor-
malnie napotykanych w obliczeniach przeptywu w otwartym kanale.

Dla przeplywu laminarnego mieliby§my m = 3.0, a zatem wyrazenie w nawia-
sach w rownaniu (36) moze by¢ ujemna dla liczb Froude zblizajacych si¢ do jedno-
$ci. Daloby to warto$§¢ X wigksza niz 0,5, co wskazywaloby na wzmocnienie we
wszystkich czgstotliwosciach.

Dla bardzo matych dlugosci kanatu warto$¢ parametru a podana przez réwna-
nie (36) moze by¢ ujemna. O ile taka warto$¢ ujemna jest trudna do pogodzenia
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z koncepcja modelu Muskingum, ze catkowita retencja w odcinku rzeki jest sumg
wazong retencji pryzmatycznych, jest to wlasciwa warto$¢ parametru dla najlepszego
dopasowania do linearyzowanego roOwnania.

5. WYPROWADZENIE NIELINIOWEGO SKUPIONEGO
MODELU STANU (SNMS)

W poprzednich rozdziatach parametry modelu Muskingum zostaty wyznaczone
w ten sposob, ze najpierw zlinearyzowano rozlozone réwnania St. Venanta, a na-
stepnie na drodze odpowiedniego catkowania tych rownan po dlugosci odcinka rzeki
uzyskano model skupiony. Poréwnujac uzyskany model skupiony z modelem Mu-
skingum wyprowadzono réwnania na wspdlczynniki ksztattu i retencji. W tym roz-
dziale zaproponowana begdzie odwrotna kolejno$¢, najpierw z nieliniowego modelu
rozlozonego wyprowadzony bedzie nieliniowy model skupiony, ktdry zostanie na-
stepnie zlinearyzowany (Napiorkowski i in. 1981).

Przeksztatcanie uktadu roéwnan St. Venanta (1) i (2) rozpoczyna si¢ od pomi-
niecia w rownaniu (2) czlonoéw inercyjnych, co jest akceptowalne dla matych liczb
Frouda. Otrzymane rownanie dyfuzji konwekcyjnej mozna zapisa¢ jako:

eﬁ—A:So(l—b) (41)
Ox
State nachylenie tarcia wynosi:
b=S,/8, (42)

gdzie:
e — pominigte czlony przyspieszenia lokalnego i przyspieszenia konwekcyjnego.

Catkowanie wzdtuz pryzmatycznego odcinka rzeki réwnania (1) prowadzi do
réwnania:

Y 00)-0,0) (15¢)
dt

Podobne catkowanie réwnania (41), przy zaloZeniu stalej warto$ci parametrow
e oraz b wzdhuz odcinka rzeki, w kazdej chwili prowadzi do skupionej postaci row-
nania:

A0~ A()=S,L(1-b)/ e (43)

Poniewaz zgodnie rownaniem (5a) nachylenie tarcia zalezy od przeptywu, pola
przekroju poprzecznego i szorstkosci koryta Sy=f(4, O, szorstkos¢), to dla kanatu
pryzmatycznego mozna zapisac:

W (Q,,0)~y(0,,0) = S, L(1-b)/e (44)

Na podstawie rownania (41) mozna zauwazy¢, ze konsekwencja statej wartosci
b w kazdej chwili czasu wzdtuz odcinka rzeki jest rOwniez stale nachylenie poziomu
wody. Umozliwia to wyrazenie napetnienia w tym odcinku za pomoca przekrojow
poprzecznych jako:
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V=004, 4,) (45)
lub korzystajac z réwnania (5a) jako:
V=0(0,,0,,b) (46)

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach przyjmuje si¢, ze liniowa aproksyma-
cja poziomu wody powinna by¢ wystarczajaco dobra dla fal wezbraniowych dhuz-
szych od modelowanego odcinka rzeki. Oczywiscie przyblizenie to nie bedzie stusz-
ne dla sygnalow wejsciowych typu delta Diraca lub funkcji skoku jednostkowego.

Rownania (15c¢), (44) 1 (46) tworza oparty na fizyce skupiony nieliniowy model
stanu (SNMS) przeplywu w korytach otwartych.

5.1. NSMS dla kanalu prostokatnego

Dla szerokiego kanatu pryzmatycznego nachylenie tarcia (5¢) i (5d) moze zapi-
sane, lokalnie, jako:

2
5, —al (5¢)

Dla formuty Chezy’ego a = B C*, m = 1,5, a dla formuty Manninga a = n* B*”,
m=>5/3. Ponadto dla tego przypadku rownanie (45) staje si¢ liniowe, poniewaz:

V=05L(A @)+ A4, )] (29a)
Nieliniowy skupiony model stanu dla uproszczonego przypadku moze by¢ opisany

za pomocg nastepujacych rownan.
Rownania ciggloscei:

L -00-0.0) (15¢)
réwnania dynamicznego:
Q" =0 b = B(1-b) (47)
oraz rdwnania retencji:
V=r @O (48)
gdzie:
y =0.5LS)*"a"*" (49)
B=SH""a "L e (50)

Dla przypadku liniowej krzywej przeptywu (gdy m=1), model jest ciagle nieli-
niowy z powodu zmiennej b, ktéra odzwierciedla petle histerezy w zaleznosci od
napehienia.
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5.2. Linearyzacja NSMS dla kanalu prostokatnego (LNSMS)

Uktad rownan (15c¢), (47), (48) opisujacy NSMS dla szerokiego koryta prosto-
katnego zostanie teraz przyblizony za pomocg modelu liniowego wokdt stanu ustalo-
nego Q,, b=1. Zmiana doplywu na gornym koncu odcinka rzeki spowoduje odpo-
wiednie liniowe zmiany pozostatych zmiennych:

00=0,+0; 0,(M=0,+0;; bN=1+b% V()=V,+V' (51

Rozwijajac uktad rownan (15c), (47), (48) w szereg Taylora funkcji czterech zmien-
nych i pozostawiajac tylko przyrosty pierwszego rzedu, otrzymuje si¢ liniowy system
rOwnan:

¥ _ow-0.0) (52a)
dt
%[Q;(r)—g; (O] =—pb' (52b)
Vi) =L 0" 0, (0)+ 0, 0]-L0'"b' (52¢)
m m

w ktorym parametry okreslane sg dla warunkow poczatkowych. Z réwnania (52b)
moze zosta¢ wyznaczony przyrost b’:

b=—2 10.)-00) (53)
mp

Podstawiajac wzor (53) do réwnania retencji (52¢) uzyskuje si¢ przyrost reten-
cji wyrazony za pomocg przyrostow doptywu i odptywu:

Vie)=D, 0/(t)+ D, O,() (54)
gdzie:
p,=La-L gmygrm (55)
m pm
D, =L 1+ gmgrn (56)
m pm

Roéwnanie (55) jest rownaniem retencji modelu Muskingum, obowigzujacym dla
przyrostow wokot stanu ustalonego. Parametry modelu Muskingum:

K=D, +D, (57a)
a=D/K (57b)

sg funkcjami charakterystyk odcinka rzeki y, f i m) oraz przeptywu:
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K=2y0""" I'm (58a)
a=05(1-——0'"") (58b)
pm

Liniowa aproksymacja NSMS dla odchylen od stanu ustalonego okazuje si¢
by¢ klasycznym liniowym modelem Muskingum z parametrami okreslonymi przez
réwnania (58a) i (58b). Podstawiajac rownanie (49) na y oraz (50) na f otrzymuje si¢:

K =L/mu, (59a)

e
a=0.501-——==- 59b
( mSOL) (59b)

Wyniki te s3 zgodne z wynikami uzyskanymi przez Dooge’a (1973) za pomoca
techniki dopasowywania momentoéw pomi¢dzy kompletnym rozwigzaniem liniowym
roéwnania St. Venanta a modelem Muskingum. Jednakze, jesli czlony inercyjne sa
zaniedbane, jesli e=1, to rOwnanie dla parametru a modelu Muskingum (59b), uzy-
skane przy odpowiednich zamianach zmiennych z wykorzystaniem réwnania (13):

a:l_L (41)
2 2BScL

jest dokladnie takie samo, jak uzyte w Discrete Muskingum Method (Cunge 1969,
Koussis 1978, Ponce i Yevjevich 1978).

6. PODSUMOWANIE

W pracy poréwnano dwie hydrodynamiczne metody wyznaczania parametrow
modelu Muskingum. W metodzie pierwszej najpierw zlinearyzowano réwnania
St. Venata. Nastepnie zredukowano rownanie dynamiki do postaci diagnostycznej,
wyrazajac pochodng przyrostu przeptywu wzgledem czasu, za pomocg pochodne;j
przyrostu przeptywu wzgledem dhlugosci. Z kolei zalezno$¢ migdzy przyrostami
pierwszego rzedu przeptywu i powierzchnig przekroju poprzecznego zostala spro-
wadzona do postaci skupionej, przy zatozeniu ich liniowej zmiennosci wzdhuz od-
cinka rzeki. Na koniec poréwnano uzyskane roéwnanie z rownaniem modelu Muskin-
gum i otrzymano hydrodynamiczne oszacowanie jego parametrow.

W metodzie alternatywnej postepowano w odwrotnej kolejnos$ci. Najpierw
wyprowadzono nieliniowy model stanu z réwnan St. Venanta. Nastepnie zreduko-
wano model St. Venanta do modelu fali dyfuzyjnej, pomijajac czlony reprezentujace
dzialanie sit inercyjnych. Nieliniowy model fali dyfuzyjnej zostat skupiony przy
zalozeniu $redniego nachylenia poziomu wody na catej dlugosci odcinka rzeki.
Aproksymacja liniowa uzyskanego modelu odpowiada modelowi Muskingium i daje
teoretyczng ocen¢ jego parametrow.

Obie metody prowadza do tego samego oszacowania parametrow modelu Mu-
skingum, jezeli posta¢ diagnostyczna réwnania dynamiki w metodzie pierwszej
bedzie uzyskana przez pomini¢cie pochodnej przyrostu przeplywu wzgledem czasu,
a nie wyrazenie jej za pomocg pochodnej przyrostu przeptywu wzgledem dtugosci.
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