
Geophysics, Bayesian statistics,
and Differential Geometry

steps towards a more efficient observational data
analysis

W. Dȩbski
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Motywacja

Poznawanie otaczaj ↪acego świata oparte jest na naszej zdolności obserwacji zjawisk
zachodz ↪acych wokół nas. Wyniki obserwacji mog ↪a być przedstawiane w różny sposób:

F jakościowy:

Patrzcie Państwo, te białe chmurki, jak odmienne!
Zrazu jak stada dzikich g ↪esi lub łab ↪edzi,
A z tyłu wiatr jak sokół do kupy je p ↪edzi:
....
Wszystkie białe jak srebro, zmieszały si ↪e - nagle
Z ich karków rosn ↪a maszty, z grzyw szerokie żagle,
Tabun zmienia si ↪e w okr ↪et i wspaniale płynie
Cicho, z wolna, po niebios bł ↪ekitnej równinie! ”

A. Mickiewicz (Pan Tadeusz)
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Motywacja

F ilościowy:

T = 24oC

Taki opis rodzi natychmiastowe pytanie:
jaka jest dokładność obserwacji ???

T = 24±∆T

Gauss - nowoczesny rachunek bł ↪edów (podstawy)
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Motywacja

Co zrobić gdy pomiaru wykonać nie możemy ???
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Motywacja

Zmierzyć cos co niesie informacje o poszukiwanych wielkościach
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Motywacja

Proces wnioskowania o nieznanych parametrach na podstawie innych
“mierzalnych ” wielkości nazywać b ↪ed ↪e zagadnieniem odwrotnym, a zbiór
zasad i reguł post ↪epowania teori ↪a inwersji.

W takim uj ↪eciu rozwi ↪azanie zagadnienia odrotnego jest wi ↪ec de facto
równoważne wykonaniu pewnego pośredniego pomiaru.

Powraca problem dokładności wyniku.

Przy przedstawionym podejściu jest to jednakże problem znacznie bardziej
skomplikowany niż w klasycznej analizie bł ↪edów.
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Pomiar “prosty” (1)
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Pomiar pośredni (1)
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Pomiar jóż nie-prosty (2)
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Pomiar pośredni (2)
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Pomiar pośredni - dane obserwacyjne

1 2


V1

V2
...

VN
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Problem odwrotny - ogólnie
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Matematyczny opis modelu

System fizyczny:
p1, p2, · · · pK

Parametery układu:

m = (m1,m2, · · ·mM)

Przewidywane mierzalne wielkości:

d = (d1, d2, · · · dN)

Parametry “ustalone” (znane a priori ):

m
ust

= (u1, u2, · · · )
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Problem odwrotny - “szacowanie” parametrów

Modelowanie:

dth = f(m,must)

Inwersja :

dobs⇒m = ....± ...
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Problem odwrotny - uogólniamy dalej ...
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Liniowy problem odwrotny

m = (m1,m2, · · ·mM) ∈M
d = (d1, d2, · · · dN) ∈ D

d(m) = G ·m

d(m) = G(m) ≈ G(mo) + H · δm

m = mo + δm
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Liniowy problem odwrotny

m ∼mapr; d̄ = G ·mapr

d = G ·m /− d̄

d− d̄ = G · (m−mapr)

GT · (d− d̄) = GTG · (m−mapr)

GTG =⇒ GTG + λI

mest(λ) = mapr + (GTG + λI)−1GT ·
(
dobs −G ·mapr

)
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Liniowy problem odwrotny - ocena rozdzielczości

dtrue = G ·mtrue; dobs = dtrue

mest −mapr = R(λ) ·
(
mtrue −mapr

)

R =
GTG

GTG + λI

Otrzymane parametry mest s ↪a “przefitrowanymi” obrazami nieznanych,
prawdziwych mtrue. Obecność tego “filtru” wynika ze skończonej ilości
posiadanych danych a wi ↪ec i informacji o parametrach m.
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Problemy odwrotne nieliniowe
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Inwersja - metoda optymalizacyjna

dth(m) = g(m)

Optymalizacja: szukamy mest takiego, że

||dobs − dth(mest)|| = min

lub

||dobs − dth(mest)||D + λ ||mest −mapr||M = min
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Inwersja - metoda optymalizacyjna

F metoda nieliniowa

F fizyczny sens regularyzacji

F poszukujemy jednego (optymalnego) rozwi ↪azania

F zaniedbane wszystkie bł ↪edy i niedokładności

F jak mierzyć dokładność dopasowania dth − dobs ?

F czy rozwi ↪azanie jest jednoznaczne ?
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Wnioskowanie Bayesowskie
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Przykłady - uogólnienie

pytanie

⇓
dane obserwacyjne

relacje teoretyczne

⇓
wnioskowanie

⇓
wynik ....
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Probabilistyczny opis informacji

posiadana
informacja

⇔ rozkład
prawdopod.

Postulat (Bayes):
Każd ↪a posiadan ↪a in formacj ↪e możemy ilościowo opisać
przy pomocy pewnego rozkładu prawdopodobieństwa:
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Przykład (1) (Wiek A. Tarantoli ???)
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Przykład (1) rozwi ↪azanie
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Przykład (2) pogoda
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Rozwi ↪azanie - prawdopodobieństwo a posteriori

Skoro posiadane informacje opisujemy
rozkładami prawdopodobieństwa to jak

skonstruować rozkład a posteriori?
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Twierdzenie Bayesa

pm|d(m|d) =
pd|m(d|m)pm(m)

pd(d)

pm|d(m|dobs) =
pd|m(dobs|m)pm(m)

pd(dobs)

ppost(m|dobs) ∼ p(dobs|m) papr(m)
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Podejście Tarantoli

Dwa rozkłady opisuj ↪ace dwie różne informacje

p(x), q(x), p, q ∈ P

p ∧ q(x) =
p(x)q(x)

µ(x)

Opisuje ł ↪aczne posiadane informacje
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Rozwi ↪azanie problemu inwersyjnego

1. obserwacje: p(d)

2. teoria : q(m,d)

3. a priori : f(m,d)

(p ∧ q)(·) =
p(·) q(·)
µ(·)

P =M×D

p(d) =⇒ p̄(m,d) = µ(m)p(d)
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Rozkład A posteriori pdf naM×D

Trzy kroki:

1. Uogólnienie wszystkich rozkładów na przestrzeńM×D

2. Utworzenie uogólnionej funkcji podobieństwa:

L(m,d) = (p ∧ q)(m,d) =
p(m,d) q(m,d)

µ(m,d)

3. utworzenie rozkładu A posteriori :

σ(m, d) ≈ (L ∧ f)(m,d) =
L(m,d) f(m,d)

µ(m,d)
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A posteriori pdf

σ(m,d) =
p(m,d) q(m,d)f(m,d)

µ2(m,d)
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Brzegowe rozkłady A posteriori

σm(m) =

∫
D

σ(m, d)dD

σd(d) =

∫
M

σ(m, d)dM
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A posteriori pdf

σm(m) = f(m) · L(m, dobs)

L(m,dobs) =

∫
D

p(d,dobs)
q(m,d)

µ(m,d)
dd
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Przykład - dokładna teoria

q(m,d) = δ (d−G(m))µM(m)

p(d,dobs) = ρ(||d− dobs||)
wtedy

σ(m) = f(m)
p(dobs −G(m))

µD(d)

funkcja podobieństwa opisuje niepewność wyznaczenia
m z wzgl ↪edu na obecność bł ↪edów pomiarowych
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Przykład - dokładne pomiary

p(d,dobs) = δ(d− dobs)

wtedy

σ(m) = f(m)
q(m,dobs)

µ(m,dobs)
funkcja podobieństwa opisuje niepewność wyznaczenia
m z wzgl ↪edu na obecność bł ↪edów modelowania
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Przykład - brak informacji teoretycznych
rola informacji a priori

q(m,d) = µ(m,d)

L(m) =

∫
D

p(d,dobs)
q(m,d)

µ(m,d)
dd =

∫
D

p(d)dd = const.

σ(m) = f(m)
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Przykład - brak danych pomiarowych
rola informacji a priori

p(d) = µD(d)

wtedy

L(m) =

∫
D

p(d)/µD(d)
q(m,d)

µM(m)
dd

gdy
q(m,d) = µM(m)ρ(d−G(m))

σ(m) = f(m)
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Problemy

F Rozkład nie-informacyjny µ(m,d) - to rozkład który opisuje sytuacj ↪e w której nic nie
wiemy. Jak go skonstruować?.

F konstrukcja µ(m,d) dla innych parametrów (np tylko dodatnich) ???

F Stan “pewności”:
pe(m) = δ(m−ma)

F Stan ‘niemożliwy :
pn = 0

F Problem z operacj ↪a ł ↪aczenia informacji

p ∧ q(x) =
p(x) q(x)

µ(x)
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p ∧ p(x) =
p2(x)

µ(x)
6= p(x)

co jest sprzeczne ze zdrowym rozs ↪adkiem i klasyczn ↪a logik ↪a

F Inne problemy: p ∧ q(x) nie zachowuje normalizacji i wyprowadza poza przestrzeń
rozkladow prawdopodobienstw - może si ↪e zdażyć p ∧ q = 0 - nienormalizowalne.

F A gdzie rozkłady apriori odnośnie teorii???

F Niezmienniczość i symetria stanu null-information (µ(x))
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Problemy - brak ogólności

σ(m,d) =
p(m,d) q(m,d)f(m,d)

µ2(m,d)

d = G(m) + ε(m)⇒ q(m,d) = qε(ε)

Gdyby rozważać problem typu “model selection” czyli estymacja G(·)

M×D ⇒M×D × G
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Rozszerzenie pomysłu ...

Niech J b ↪edzie przestrzeni ↪a parametrów: J =M×D
a P̃ przestrzeni ↪a wszystkich rozkładów prawdopodobieństwa na J

P̃i : J → R+

Rozszerzmy nast ↪epnie przestrzeń P̃ jak nast ↪epuje:

P̃ → P̃ + {ν(·)}+ {δ(·)}

gdzie ν(x) ≡ 0

a δ(x) - jest delt ↪a Diraca
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Rozszerzenie pomysłu ...

Nast ↪epnie wprowadźmy klasy abstrakcji (“uogólnione
prawdopodobieństwa)

P̃ → P = P̃/R+

co oznacza utożsamienie prawdopodobieństwo “o tym samym
kształcie”

∃a,a6=0 ∀x σj(x) = aσi(x) =⇒ σj ≡ σi
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Rozszerzenie pomysłu ...

Zdefiniujmy operacje binarn ↪a ∧ : P × P −→ P

(σi ∧ σj)(A) =


σi(A)σj(A)

µ(A) if σi 6= σj

σi(A) if σi = σj

(σi ∧ σj)(x) =


σi(x)σj(x)

µ(x) if σi 6= σj

σi(x) if σi = σj
gdzie

x ∈ J , a µ(x) jest rozkładem nie-informatycznym na J space.
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Rozszerzenie pomysłu ...

Operacja ∧ ma nast ↪epuj ↪ace własności:

a) (σi ∧ σi)(x) = σi(x) idempotency

a) (σi ∧ σj) ∧ σk = σi ∧ (σj ∧ σk) associativity

b) σi ∧ µ = µ ∧ σi = σi identity element

c) σi ∧ σj = σj ∧ σi commutativity.

Jednym słowem struktura (P,∧) jest półgrup ↪a abelow ↪a
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Rozszerzenie pomysłu ...

Ponadto

F (σi ∧ σj)(A) 6= 0 =⇒ σi(A) 6= 0 and σj(A) 6= 0

F (σi ∧ σj)(y) =
∣∣∣∂(x1,x2··· )
∂(y1,y2··· )

∣∣∣ (σi ∧ σj)(x)

gdzie | · | jest wyznacznikiem macierzy Jacobiego

F (σi ∧ σei)(·) = σei(·)

F (σi ∧ ν)(·) = ν(·)

XLVIII Konf. Zast. Mat., Zakopane, 10.09.2019 47 IGF PAS



Rozszerzenie pomysłu ...

Spełnione (?) s ↪a też warunki Kołomogorowa

a) (σi ∧ σj)(0) = 0

b) (σi ∧ σj)(A) ≥ 0 ∀A ∈ J

c) (σi ∧ σj)(
⋃
k

Ak) =
∑
k

(σi ∧ σj)(Ak) ∀Ak,Al ∈ J

Ak ∩ Al = 0 for k 6= l .

Inference space: (M×D,P;∧)
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Rozkład nie-informacyjny µ(·)

Pozostaje wi ↪ec konstrukcja rozkładu nieinformacyjnego µ(x)

Rozwi ↪azaniem cz ↪astkowym (?) jest zapostulowana przez
Gaussa (w innym kontekście) zasada “insufficient reasoning”

P (A) ≡ vol(A)→
∫
A

µ(m) dm ≡
∫
A

dV

Jednakże jest ona słuszna tylko dla parametrów które s ↪a
nieograniczone (x ∈ RN)
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Rozkład µ- paradoks Borela

Przykład v ∈ R+ oraz s = 1/v

P (Av) ≡ vol(Av)→
∫
A

µv(v)dv =

∫
A

dv → µv(v) = const.

P (As) ≡ vol(As)→
∫
As

µs(s)ds =

∫
As

ds→ µs(s) = const.

ale

v =
1

s
=⇒ µs(s) = µv(v)

∣∣∣∣dvds
∣∣∣∣
v=1

s

=
1

s2
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Cóż zrobić w takim przypadku

Zanurzyć przestrzeń J w odpowiedniej RN i znaleść µJ
indukowane z RN

Przykład: x ∈M = [a, b]

ZanużenieM można zrealizować np.

x→ y = g(x) = log

(
x− a
b− x

)

Indukowany z RN rozkład nie-informatyczny

µ(x) =
b− a

(x− a)(b− x)
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Niejednoznaczność

Czy µ(x) jest jednoznaczne?

x→ y = g(x); x ∈M, y ∈ R1

µ(x) =

∣∣∣∣dgdx
∣∣∣∣× [µ(y) = const

]
Np. dla x ∈ R+

g(x) = ln(x) → µ(x) = 1/x

g(x) = x− 1/x → µ(x) = (1+x2)
x2
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Symetria (niezmienniczość) stanu non-informative

Rozważmy transformacje
x→ x′ = T (x)

wzgl ↪edem których µ(·) jest niezmiennicze (µ ≡ µ′)

µ[T (x)]

∣∣∣∣dTdx
∣∣∣∣ ≡ µ(x)

Z drugiej strony wykonuj ↪ac zanurzenie g(·) J → R mamy

µ(x) = const

∣∣∣∣dgdx
∣∣∣∣

co daje warunek ∣∣∣∣ ddxg[T (x)]

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ddxg(x)

∣∣∣∣
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Symetria (niezmienniczość) stanu non-informative - przykład

dla dodatnich wielkości fizycznych v ∈ R+

T (v) =
1

v

warunek niezmienniczości

µ(v−1) = v2µ(v)

prowadzi do równania na zanurzenie g(·)

g(v−1) = −g(v) + const
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Symetria (niezmienniczość) stanu non-informative - przykład

z rozwi ↪azaniem

g(v) = a0 ln(v) +

∞∑
l=1

al

(
vl − 1

vl

)
oraz

µ(v) =
1

v
+

∞∑
l=0

al

(
vl − 1

vl+2

)

Spontaniczne łamanie symetrii !!!
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Inference space

Przestrzeń “inference space”

S = (J ,P,∧)

Wiemy już, że (P,∧) jest półgrup ↪a abelow ↪a

W S możemy wprowadzić metryk ↪e Fishera a wtedy S staje si ↪e przestrzeni ↪a
pseudo-riemanowsk ↪a.

Jakie własności ma przestrzeń S ?
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Thank you for your attention
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